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Exercice 1 Soit une fonction F (·) qui associe au couple (K, L), avec K > 0
et L > 0, le nombre strictement positif F (K, L). On suppose F (·) de classe
C2 et homogène de degré 1.

1. La définition de l’homogénéité de degré 1 implique l’égalité suivante :

F (K, L) = L · F
(

K

L
, 1

)
. (1)

On pose : K/L = k et f(k) = F (k, 1).

2. On sait que, si f est une fonction dérivable et homogène de degré k sur
un intervalle I, ses dérivées partielles sont homogènes de degré k − 1.
F est de classe C2 et est homogène de degré 1, ses dérivées partielles
sont donc homogènes de degré 0.
On a :

F ′
K(K, L) = L · F ′

K

(
K

L
, 1

)
dérivation en chaı̂ne

=
L

L
· F ′

k (k, 1) = f ′(k)

D’après le théorème d’Euler, F étant homogène de degré 1.

K · F ′
K(K, L) + L · F ′

L(K, L) = F (K, L)

⇔ F ′
L(K, L) =

F (K, L)−K · F ′
K(K, L)

L
= f(k)− k · f ′(k)

A partir de (1), on a (dérivation de fonctions composées) :

F ′
L(K, L) = F

(
K

L
, 1

)
︸ ︷︷ ︸

f(k)

+ L ·
(
−K

L2

)
F ′

k

(
K

L
, 1

)
︸ ︷︷ ︸

−k·f(k)
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3. On dérive par rapport à K les deux membres de l’égalité F ′
K(K, L) =

f ′(K/L) :

F ′′
K2(K, L) =

f ′′(k)

L

Si on dérive par rapport L, il vient :

F ′′
KL(K, L) = − k

L
· f ′′(k)

Enfin, on dérive par rapport à L les deux membres de l’égalité :

F ′
L(K, L) = f(k)− K

L
f ′(k)

Il vient :

F ′′
L2(K, L) = −K

f ′(k)

L2
+ K

f ′(k)

L2
+ K2f ′′(k)

L3
= K2f ′′(k)

L3

Comme F est de classe C2, il n’est pas besoin de calculer F ′′
LK , car

F ′′
LK = F ′′

KL.

Rappel : Théorème de Young. Soit J un ensemble ouvert Rn. Soit
F une fonction de classe C2 de J dans R. ∀x = (x1, . . . , xn) ∈ J et pour
toute paire d’indice i, j :

∂2F

∂xi∂xj

(x) =
∂2F

∂xj∂xi

(x)

Remarque : les dérivées secondes sont homogènes de degré −1, ce qui
explique qu’on ne puisse les exprimer uniquement en fonction de k et
qu’il reste des K et L.

4. On a :

Q = L.F (
K

L
, 1)

Q̇

Q
=

L̇

L
+

Ḟ (K
L
, 1)

F (K
L
, 1)

=
L̇

L
+

K̇L−KL̇

L2

f ′(k)

f(k)

Or on sait que : f ′(k) = F ′
K(K, L). On peut donc réécrire l’expression

précédente :

Q̇

Q
=

L̇

L
+

K̇F ′
K(K, L)

F (K, L)
− L̇KF ′

K(K, L)

LF (K, L)
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⇔ Q̇

Q
− L̇

L
=

K̇

K
· αK − L̇

L
· αK

D’où :
q̇

q
= αK · k̇

k

Exercice 2 Soit une fonction f(·) de classe C1 de R2 dans R qui au couple
(x1, x2) fait correspondre le nombre f(x1, x2).

1.
F (s, t) = f

(
est,

s

t2

)
.

F ′
s(s, t) = f ′

x1

(
est,

s

t2

)
· test + f ′

x2

(
est,

s

t2

)
· 1

t2
.

F ′
t(s, t) = f ′

x1

(
est,

s

t2

)
· sest + f ′

x2

(
est,

s

t2

)
· −2s

t3
.

2. Soit la fonction g(·) définie implicitement par l’équation :

f(g2(x), g(x) + x) = 3.

On suppose que g(0) = 1 et que les dérivées partielles de f(·) sont
toutes deux égales à 1 au point (1,1). On dérive (par rapport à x) les
deux membres de cette équation. Soit :

f ′
x1

(g2(x), g(x) + x)(2g(x)g′(x)) + f ′
x2

(g2(x), g(x) + x)(g′(x) + 1) = 0

D’où, en faisant x = 0 :

f ′
x1

(g2(0), g(0))(2g(0)g′(0)) + f ′
x2

(g2(0), g(0))(g′(0) + 1) = 0

Et comme g(0) = 1 :

f ′
x1

(1, 1)(2g′(0)) + f ′
x2

(1, 1)(g′(0) + 1) = 0

Soit, comme les dérivées de f en (1, 1) sont supposées égales à 1 :

3g′(0) + 1 = 0

Et donc :

g′(0)) = −1

3
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Exercice 3

1. Les équations IS-LM s’écrivent :

Y (G, M) = C(Y (G, M)) + G + I(i(G, M))

M = L(Y (G, M), i(G, M))

2. La dérivation des deux côtés des égalités par rapport à G donne (déri-
vation en châıne) :

Y ′
G(G, M) = Y ′

G(G, M) · C ′
Y (Y ) + 1 + i′G(G, M) · I ′

i(i)

0 = Y ′
G(G, M) · L′

Y (Y, i) + i′G(G, M) · L′
i(Y, i)

En posant :

X =

(
Y ′

G(G, M)
i′G(G, M)

)
On peut réécrire le système d’équation précédent sous la forme :(

C ′
Y (Y )− 1 I ′

i(i)
L′

Y (Y, i) L′
i(Y, i)

)
︸ ︷︷ ︸

A

·
(

Y ′
G(G, M)

i′G(G, M)

)
︸ ︷︷ ︸

X

=

(
−1
0

)
︸ ︷︷ ︸

B

Rappel : Méthode de Cramer. Soit A une matrice composée de
n vecteurs colonnes Ai, i ∈ {1, . . . , n}. D’après les propriétés du déter-
minant, on a ∀i ∈ {1, . . . , n} :

det(A1, . . . , λAi, . . . , An) = λ det(A1, . . . , Ai, . . . , An)

det(A1, . . . , Ai +

p∑
k=1
k 6=i

Ak, . . . , An) = det(A1, . . . , Ai, . . . , An)

Soit le vecteur B tel que :

B = A ·

 x1
...

xp

 = A1 · x1 + . . . + Ap · xp

Dans l’expression du déterminant, remplaçons le vecteur Ai par le vec-
teur B, et appelons ∆i cette nouvelle variable :

∆i = det(A1, . . . , B, . . . , An) = det(A1, . . . , xiAi +

p∑
k=1
k 6=i

xkAk, . . . , An)
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D’après les propriétés évoquées plus haut, cela implique :

∆i = xi det(A1, . . . , Ai, . . . , An) = xi det(A)

La méthode de Cramer pour résoudre un système d’équations linéaires
consiste donc à calculer pour chaque i ∈ {1, . . . , n} les rapports ∆i/ det(A) =
xi.

En applicant cette méthode ici, on trouve :

∆1 =

∣∣∣∣ −1 I ′
i(i)

0 L′
i(Y, i)

∣∣∣∣ = −L′
i(Y, i)

∆2 =

∣∣∣∣ C ′
Y (Y )− 1 −1
L′

Y (Y, i) 0

∣∣∣∣ = L′
Y (Y, i)

det(A) =

∣∣∣∣ C ′
Y (Y )− 1 I ′

i(i)
L′

Y (Y, i) L′
i(Y, i)

∣∣∣∣ = (C ′
Y (Y )−1)·L′

i(Y, i)−L′
Y (Y, i)·I ′

i(i)

Et donc :

X =

(
∆1

det(A)
∆2

det(A)

)
=

( −L′
i(Y,i)

(C′
Y (Y )−1)·L′

i(Y,i)−L′
Y (Y,i)·I′

i(i)
L′

Y (Y,i)

(C′
Y (Y )−1)·L′

i(Y,i)−L′
Y (Y,i)·I′

i(i)

)

3. Etant donné les informations de l’énnoncé, et en précisant que C ′
Y ≤ 1

(la propension marginale à consommer est comprise entre 0 et 1), il
vient immédiatement :

Y ′
G(G, M) > 0

i′G(G, M) > 0
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