Déterminant d’une matrice
                                                                                            S. Jallais (Math 2 Paris 1)
Le déterminant d’une matrice carrée est un nombre associé à cette matrice qui a un certain nombre de propriétés intéressantes – par exemple, il est nul si la matrice n’est pas de plein rang – et qui s’avère être très utile pour résoudre certains problèmes d’algèbre linéaire.

On le note dét(A) ou |A|. La fonction dét((), ou |(|, est appelée « fonction déterminant » ou, tout simplement, « déterminant », s’il n’y a pas d’ambiguïté. Elle est caractérisée par deux propriétés : 

· elle est une fonction multilinéaire alternée des colonnes (ou des lignes) de la matrice ;

· elle associe à la matrice identité I le nombre 1 (dét(I) = 1), quel que soit le format de I.

Une fonction multilinéaire alternée

Une fonction de plusieurs variables est multilinéaire si elle est linéaire par rapport à chacune de ses variables. Par exemple, la fonction f(x1, x2, x3) est multilinéaire si :

              f(ax+by, x2, x3) = a f(x,x2, x3) + b f(y ,x2, x3)
             f(x1, cx+by, x3) = c f(x1,x, x3) + d f(x1,y, x3)

            f(x1, x2, ex+ hy) = e fx1, x2, x) + h f(x1, x2, y)

quels que soient les valeurs données aux arguments de f(().

Venons-en à la fonction déterminant dét ((). Si la matrice A est d’ordre n, on peut considérer que les variables de dét (() sont ses n colonnes. On note alors :

                                            | A | = dét (C1, C2, …, Ci, …, Cn),

où Ci est la i-ème colonne de A.

Comme on suppose que la fonction est dét (() est multilinéaire, on a si on remplace la colonne Ci par la combinaison linéaire aX + bY : 

(X.1)    dét (C1, C2, …, aX + bY, …, Cn) = a dét (C1, C2, …, X, …, Cn) + b dét (C1, C2, …, Y, …, Cn)
quel que soit i (i = 1, …, n).

Si on fait a = b = 0 dans l’égalité (X.1), alors on a :

                         dét (C1, C2, …, 0, …, Cn) = 0.

Donc : 

                         le déterminant d’une matrice ayant une colonne formée de 0 est nul.

En plus d’être multilinéaire, la fonction déterminant est alternée, ce qui signifie que si on permute deux de ses variables (colonnes), alors elle change de signe. Soit :

(X.2)         dét (C1, …, Ci, …, Cj, …, Cn) = – dét (C1, …, Cj, …, Ci, …, Cn),       i ( j.

Remarquons que si dans l’égalité (X.2) on fait Cj = Ci, alors il résulte (X.2) que :

                               dét (C1, …, Ci, …, Ci, …, Cn) = – dét (C1, …, Ci, …, Ci, …, Cn), 

et donc que :

                                        2dét (C1, …, Ci, …, Ci, …, Cn) = 0.

Ainsi : 

                   le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes identiques est nul.

Cela est aussi vrai dans le cas d’une matrice dont deux colonnes son proportionnelles, puisqu’en raison de (X.1), on a  Cj = aCi, avec a ( 0 :

                     dét (C1, …, Ci, …, aCi, …, Cn) = adét (C1, …, Cj, …, Ci, …, Cn)

                                                                       = 0.

Soit :

              le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes proportionnelles est nul.

Trois résultats importants

Ces résultats découlent, comme les précédents, du fait que la fonction déterminant est multilinéaire alternée.

Le premier établit un lien avec la méthode du pivot, qui permet d’appliquer celle-ci dans le calcul des déterminants. Il dit que 

le déterminant d’une matrice ne change pas si on remplace une de ses  colonnes par elle même, en lui rajoutant une autre colonne, multipliée par un nombre quelconque.
Ce résultat découle immédiatement du fait que dét(() est multilinéaire et alternée. En effet, si on remplace dans A la colonne Ci par la colonne Ci + aCj, où Cj est une autre colonne que Ci, alors on a :

         dét (C1, …, Ci + aCj,…, Cj, …, Cn) = dét (C1, …, Ci, …, Cn) + adét (C1, …, Cj, …, , Cj, …,Cn)   

                                                              = dét (C1, …, Ci, …, Cn)                                         

                                                              =  | A |.

On peut ainsi prendre la colonne Cj comme pivot et utiliser des combinaisons de la forme Ci + aCj pour faire apparaître des 0 en dehors de la diagonale. Le déterminant ne changeant pas, on a donc montré que 

Triangulariser une matrice en lui appliquant la méthode du pivot ne modifie pas son

déterminant.  

Ce résultat n’est toutefois vrai que si la triangularisation est faite en n’utilisant que des combinaisons de la forme Ci + aCj – seul le pivot est multiplié par un nombre. On peut évidemment multiplier Ci par un nombre, b par exemple, mais il faut alors diviser le nouveau déterminant par b, pour compenser 

Un autre résultat important concernant les déterminants est que 

                        le déterminant d’une matrice dont les colonnes sont liées est nul.
En effet, supposons pour simplifier que la matrice est d’ordre 4 et que sa 4ième colonne est liée aux trois autres selon la relation :

                                                       C4 = (1C1 + (2C2 + (3C3.

Alors, puisque la fonction dét(() est multilinéaire :

   dét (C1, C2, C3, C4) = dét (C1, C2, C3, (1C1 + (2C2 + (3C3) 

                                   = (1dét (C1, C2, C3, C1) + (2dét (C1, C2, C3, C2) + (3dét (C1, C2, C3, C3).

Comme elle est alternée, les 3 déterminants du membre de droite de cette égalité sont nuls (ils ont deux colonnes identiques), et il en est de même pour son membre de gauche, dét (C1, C2, C3, C4) (= | A |). La démonstration demeure valable lorsque n’importe quelle colonne est une combinaison linéaire des autres, et quand la matrice A est d’un ordre n quelconque.

La règle de Cramer – qui permet de calculer la solution d’un système carré de plein rang à partir des seuls déterminants – est une autre conséquence immédiate de ce que la fonction dét (() est multilinéaire alternée,

Pour l’établir, il suffit d’écrire le système AX = B sous la forme (cf. chapitre 2) :

(X.3)                                         x1C1 + x2C2 + … + xnCn = B,   

 puis de considérer la matrice A1 dans laquelle on a remplacé la première colonne par B. Soit :

                                               A1 = dét (B, C2, …, Cn)

En tenant compte de (X.3) et de ce que dét (() est multilinéaire alternée, il vient                                                                                  

                 A1 = dét (x1C1 + x2C2 + … + xnCn, C2, …, Cn)

                      = x1dét (C1, C2, …, Cn) + x2 dét (C2, C2, …, Cn) + … + xndét (Cn, C2, …, Cn)

                      = x1dét (C1, C2, …, Cn)
                      = x1| A |.

D’où, | A | ( 0 :

                                       x1 = A1/| A |.

De façon plus générale, et pour les mêmes raisons, la solution du système est donnée par :

                                                   xi = Ai/| A |,              i = 1,…, n,

la matrice Ai étant obtenue en remplaçant la i-ème colonne de A par B.

La règle de Cramer ne s’applique donc que lorsque A est régulière, donc lorsque le système a une solution unique.

Calcul de déterminants en utilisant la méthode du pivot

Pour que le déterminant d’une matrice soit défini de façon unique, il faut une condition supplémentaire, telle celle qui a été donnée signalée plus haut : dét I = 1, où I est la matrice unitaire ayant le même format que A.

On en déduit immédiatement que le déterminant d’une matrice diagonale est égal au produit de ses élements diagonaux. En effet, soit :

                                                                       | D |.

La fonction déterminant étant multilinéaire, elle est linéaire par rapport à chacune de ses colonnes et on peut donc factoriser a, puis b, puis c, etc. On a donc finalement :     

                                                         | D | = abc…n | I | = abc…n.

Cette propriété est également vraie pour les matrices triangulaires. En effet, si on considère une matrice triangulaire ne comportant pas de zéro sur la diagonale, on peut y « faire apparaître des zéros » en utilisant la méthode du pivot (combinaison de la forme Ci + aCj) sans que son déterminant ne change. Comme dans l’exemple ci-dessous, où l’on ajoute d’abord à la première colonne la deuxième multipliée par – 2, puis 

la troisième multipliée par – 1/5, puis la quatrième multipliée par 1/5. On procède de même avec la deuxième colonne, à laquelle on soustrait la troisième multipliée par 1/5, etc. Il est en fait inutile de rentrer dans les détails : ce qui compte c’est qu’on peut toujours arriver à une matrice diagonale ayant la même diagonale que la matrice triangulaire de départ. Soit :  

                            dét!Fin de formule inattendue = … = dét!Fin de formule inattendue = 1(2(5(1 = 10.

Le résultat demeure vrai quand il y a un 0 sur la diagonale. En effet, supposons que dans le déterminant triangulaire précédent, on ait un 0 à la place du 2. Soit :   

                                                     !Fin de formule inattendue
Alors il découle immédiatement que les trois dernières colonnes sont liées (si on ne tient pas compte des deux premières lignes, formées de 0, elles peuvent être assimilées à 3 éléments de IR², forcément liés). Par conséquent le déterminant est nul, comme le produit des termes de la diagonale.

On vérifie aisément que le raisonnement est valable quelle que soit la place du 0 sur la diagonale et quel que soit l’ordre de la matrice envisagée.

Ce résultat est évidemment valable pour les matrices triangulaires inférieures.

Il permet d’établir une autre propriété importante des déterminants : 

              si le déterminant d’une matrice est nul, alors cette matrice n’est pas de plein rang.

La démonstration se fait par l’absurde. Supposons que la matrice est de plein rang et montrons qu’alors son déterminant n’est pas nul. Si on la triangularise sans changer son déterminant, on obtient une matrice qui n’a pas de zéro sur sa diagonale – sinon, elle ne serait pas de plain rang. Son déterminant ne donc peut être nul. Ce que l’on voulait démontrer.

Comme on déjà établi la réciproque de ce résultat, on a finalement :  

                                 | A | = 0     si et seulement si les colonnes de A sont liées.

La « triangularisation » par la méthode du pivot permet de simplifier le calcul de matrices dites « triangulaires par bloc », comme :

                                                      !Fin de formule inattendue  ou  !Fin de formule inattendue
 où A et D sont des matrices carrées. En effet, on a :    

                                   dét!Fin de formule inattendue = dét !Fin de formule inattendue = |A| |D|.

La démonstration vient immédiatement en remarquant qu’on peut écrire A et D sous forme triangulaire (inférieure ou supérieure selon le cas), de sorte que la matrice par blocs est aussi triangulaire. Son déterminant est donc égal au produit de ses termes diagonaux, et donc des termes diagonaux de A et D « triangularisées ».

Exemple 

Une autre façon pour calculer un déterminant

Cette autre façon consiste à revenir encore aux propriétés qui définissent une fonction multilinéaire alternée. 

Considérons le cas le plus simple, celui d’une matrice d’ordre 2. Soit :

                                                     A =  
eq \b(\a\co2\hs 14(a; a'; b; b'))
!Fin de formule inattendue
 .

On peut écrire le déterminant de A sous la forme :

                         | A | = dét !Fin de formule inattendueeq \b(\a\co2\hs 12(a+ b!Fin de formule inattendue; a'!Fin de formule inattendue+ b'!Fin de formule inattendue))
!Fin de formule inattendue
.

La fonction déterminant étant linéaire par rapport à sa première colonne, on a  :

     dét 
eq \b(\a\co2\hs 2(a!Fin de formule inattendue+ b!Fin de formule inattendue; a'!Fin de formule inattendue+ b'!Fin de formule inattendue))
!Fin de formule inattendue
 = dét !Fin de formule inattendueeq \b(\a\co2\hs 12(a; a'!Fin de formule inattendue+ b'!Fin de formule inattendue))
!Fin de formule inattendue
+ dét !Fin de formule inattendueeq \b(\a\co2\hs 12( b(0,1); a'+ b'!Fin de formule inattendue))
!Fin de formule inattendue
.

Comme elle est aussi linéaire par rapport à sa deuxième colonne, il s’ensuit que :

 dét 
eq \b(\a\co2\hs 12(a!Fin de formule inattendue+ b!Fin de formule inattendue; a'!Fin de formule inattendue+ b'!Fin de formule inattendue))
!Fin de formule inattendue
 = dét 
eq \b(\a\co2\hs 12(a!Fin de formule inattendue; a'!Fin de formule inattendue))
!Fin de formule inattendue
 + …

  = aa’dét
!Fin de formule inattendue !Fin de formule inattendue
!Fin de formule inattendue
 !Fin de formule inattendue + ab’ dét
!Fin de formule inattendue !Fin de formule inattendue
!Fin de formule inattendue
 !Fin de formule inattendue + ba’ dét
!Fin de formule inattendue !Fin de formule inattendue
!Fin de formule inattendue
 !Fin de formule inattendue+ bb’dét
!Fin de formule inattendue !Fin de formule inattendue
!Fin de formule inattendue
 !Fin de formule inattendue
Le déterminant d’une matrice d’ordre 2 est donc donné par la somme de 4 (2x2) déterminants d’ordre 2. Le premier et le quatrième de ces déterminants sont nuls parce qu’ils comportent deux colonnes identiques, conséquence du fait que a et a’, ainsi que b et b’, sont sur la même ligne. Le deuxième, de la forme ab’| I |, est égal à ab’, tandis que le troisième peut être ramené à cette forme en permutant ses colonnes – et donc en changeant son signe. Finalement on a :

                                   dét  
eq \b(\a\co2\hs 14(a; a'; b; b'))
!Fin de formule inattendue
  = (ab’ – ba’) | I |

                                                                  = ab’ – ba’.

Les termes ab’ et ba’ ont pour caractéristiques communes d’être formés par le produit d’éléments de A qui ne sont ni sur la même ligne, ni sur la même colonne. On a vu pourquoi dans le cas des lignes (colonnes identiques dans la décomposition finale). Dans le cas des colonnes, cela découle de la façon même dont la décomposition est faite, qui revient à multiplier un élément (a ou b) de la première colonne par un élément (a’ ou b’) de la deuxième.

Quant au signe, il provient de ce que ab’ est dans l’ordre alphabétique, mais pas ba’, qui doit être permuté pour que cet ordre soit rétabli.

On entrevoit ainsi une règle générale concernant le calcul des déterminants. On va la confirmer en étudiant le cas de la matrice d’ordre 3 :  

                                                A = !Fin de formule inattendue.

On procède comme dans le cas d’ordre 2, en faisant apparaître les colonnes unitaires :

(X.3)       | A |  =   |  a!Fin de formule inattendue+b!Fin de formule inattendue+c!Fin de formule inattendue        a’!Fin de formule inattendue+b’!Fin de formule inattendue+c’!Fin de formule inattendue       a" !Fin de formule inattendue+b" !Fin de formule inattendue+c" !Fin de formule inattendue |.

En utilisant la multilinéarité, ce déterminant peut se mettre sous la forme de la somme de déterminants de type xy’z"| J |, où x, y et z peuvent prendre chacune des valeurs a, b ou c, et où J est une matrice ayant un 1 dans chacune de ses colonnes, et des 0 partout ailleurs.

Comme x, y et z peuvent prendre 3 valeurs chacune, on sera en présence d’une somme de 3x3x3 = 27 déterminants de ce type, dont en fait 21 seront nuls, du fait qu’ils comporteront au moins deux 1 sur la même ligne (vérifiez-le !).

Il ne reste donc que 6 termes non forcément nuls, chacun étant le produit des lettres a, b et c (sur des lignes différentes), la première telle quelle, la seconde avec un « prime » et la seconde un « doubleprime ». Ces 6 termes sont :

                                ab’c", ac’b", ba’c", bc’a", ca’b", cb’a".

Pour trouver le signe affecté à chacun de ces termes, il suffit de calculer le nombre de permutations pour retrouver l’ordre alphabétique. Par exemple le signe affecté à ac’b", ba’c" et à cb’a" sera – car une seule permutation (entre c et b) pour obtenir cette ordre. En revanche le signe affecté à ca’b" et à bc’a" est + car deux permutations sont nécessaires (entre c et a, puis entre c et b, ou entre a et b, selon le cas).

On a donc, finalement :

                                   | A | =   (ab’c" + ca’b" + bc’a"  - ac’b" - ba’c" - cb’a") |!Fin de formule inattendue|

                                           =  ab’c" + ca’b" + bc’a"  - ac’b" - ba’c" - cb’a",

puisque le déterminant de la matrice unitaire est par hypothèse égal à 1.

Un schéma, dit « de Sarrus », donne un moyen de se remémorer ce résultat. 
Déterminant de la transposée d’une matrice

La propriété établie pour les déterminants d’ordre 2 et 3 est valable pour les déterminants d’un ordre n quelconque. Sa démonstration est la même, mais les notations sont évidemment plus compliquées.

· Elle permet d’établir une autre propriété importante des déterminants :

                  le déterminant d’une matrice est égal à celui de sa transposée :

                                                         | A’ | = | A |  

Commençons par considérer la transposée de A :

                                                              A’=!Fin de formule inattendue .
Son déterminant est obtenu comme celui de A, à partir des produits de termes de A’ appartenant à des lignes et à des colonnes différentes. Soit :

                                             | A’ | =  (ab’c" + a’b"c + a"bc’ – a"b’c – a’bc" – ab"c’) |!Fin de formule inattendue|
                                                      = ab’c" + a’b"c + a"bc’ – a"b’c – a’bc" – ab"c’,

qui est la même que celle qui donne le déterminant de A. Ce qui s’explique puisque A et A’ ont les mêmes éléments, disposés autrement (les lignes de l’une sont les colonnes de l’autre). 

Le déterminant de la transposée d’une matrice étant égal à celui de la matrice, on peut raisonner avec ses lignes comme on l’a fait avec ses colonnes. Ainsi :

              un déterminant est une fonction multilinéaire de ses lignes et de ses colonnes.

On peut ainsi appliquer la méthode du pivot, ou « faire apparaître » des 0 en combinant des lignes (colonnes), puis des colonnes (lignes), sans que le déterminant soit modifié.  

Déterminant du produit de deux matrices

La fonction déterminant a une autre propriété remarquable :    
     le déterminant du produit de deux matrices est égal au produit des déterminants de ces matrices. 
Soit :

                                                              | BA | = | B |(| A |.

Comme le produit de deux nombres est commutatifs, | A |(| B | = | B |(| A|, et donc :  

                                                                 | AB | = | BA |.

Pour démonter ce résultat, dans le cas d’ordre 3, écrivons le produit | BA | sous la forme :

                                                    !Fin de formule inattendue !Fin de formule inattendue
où B1, B2 et B3 sont les colonnes de B. Soit en se servant de la formule du produit matriciel, ligne (des B) par colonnes :

(X.4)  
eq \b(\a\co3\hs 5(B1; B2; B3))
!Fin de formule inattendue
 
eq \b(\a\co3\hs 14(a; a'; a"; b; b'; b"; c; c'; c"))
!Fin de formule inattendue
 = | aB1+bB2+ cB3      a’B1+b’B2+ c’B3    a"B1+b"B2+ c"B3 |.
Le déterminant du membre de droite est identique à celui donné en (X.3), à la différence près que les colonnes « unitaires » (1  0  0)……. sont remplacés par les colonnes de B, B1, B2 et B3. On peut appliquer la même démarche que celle qui a permis de déduire (X.4) à partir de (X.3), le déterminant |B1 B2 B3| remplaçant celui de la matrice unitaire. On obtient donc : 

                         | B A | =  (ab’c" + ca’b" + bc’a"  - ac’b" - ba’c" - cb’a") |B1 B2 B3|.

                                    = | A | ( | B |

                                    = | B | ( | A |.

Ce qui finit la démonstration.

Encore une autre façon pour calculer un déterminant

Le fait qu’un déterminant peut être obtenu à partir des produits de ses éléments, « un par ligne et un par colonne », fournit une autre façon de calculer ce déterminant. 

Soit la matrice :

                                        A=     !Fin de formule inattendue,

Les termes des produits d’éléments de A dans le développement de son déterminant qui comportent l’élément a ne peuvent appartenir ni à la première ligne, ni à la première colonne de A. Ces termes sont donc obtenus en multipliant a par le déterminant de la sous-matrice de A obtenue en lui enlevant sa première ligne et sa première colonne, déterminant lui-même obtenu à partir des produits des éléments « un par ligne, un par colonne » de cette sous-matrice.

On peut faire la même remarque à propos des éléments du développement du déterminant de A qui contiennent  b, la sous-matrice de A étant maintenant obtenue en enlevant sa deuxième ligne et sa première colonne. A la nuance près qu’il faut faire précéder b du signe « moins », puisque b n’est pas dans la diagonale de la matrice, une permutation étant nécessaire pour l’y faire parvenir – comme a été fait pour établir la formule (X.4). 

Même chose pour les produits d’éléments de A qui comportent le terme c, qui est maintenant précédé par la signe « plus », puisque deux permutations sont nécessaires pour le faire parvenir jusqu’à la diagonale, en gardant les autres colonnes dans le même ordre.

Le déterminant de A est donc donné par le développement suivant :
                                      | A | = a!Fin de formule inattendue   – b  ………   + c ……..   – d …. 
On a choisi par commodité de faire le développement le long de la première colonne de A. On aurait pu le faire le long de la première ligne, ou de n’importe quelle ligne ou colonne. Tout dépend de la présence éventuelles de 0 ou de nombres compliqués dont on cherche à se débarrasser, en ne les factorisant qu’une fois. 

Le tableau suivant peut être utile pour se rappeler la condition du signe :

                                          !Fin de formule inattendue .
