MATHEMATIQUES 3 (Guerrien-Jallais)
TD N°3

Le théoréme de I'enveloppe
rappel de ours
Sif(") etg(") sont des fonctions de classé ST IR", alors &*, ... x.;*) est candidat & étre un extremumf¢
sous la contraintg(xy, ..., X,) = 0 s'il annule les dérivées partielles du lagrangikef) défini par :

L(Xg, -y X)) =F(Xg, ooy X)) F A O(X1s -y Xn)

et s'il vérifie la contrainte. On appelle« multiplicateur de Lagrange » associé a la corga
Dans le cas ou il y p contraintes, il y @ multiplicateurs de Lagrange, le lagrangien étaniadermel(x, ...,
X) =F(X1, ooy Xn) + i A Gi(Xa, -y Xn)-
Dans le cas ou une contrainte s'écrit sous la fatlim&galité, si elle n'est pas saturée au poimidéadat, alors le
multiplicateur de Lagrange qui lui est associénest

Exercice 1
Le théoreme de I'enveloppe donne la variation dettemum d’une fonction (avec ou sans contrairéegsartir
de celles de I'un ou l'autre de ses paramétresdfgeux de la contrainte). Si on se situe danadele plus
général, mais avec seulement deux variables, litig'ot en dérivant « en chaine » (par rappojt & fonction
F() définie par :

F(y) = Lx(y), (). ¥),
ouy est un parameétre quelconque du probleme étudiéldgrist le lagrangien, et ody(y), X.(y)) est un point
candidat (extremum possible) a la solution de ablgme, donc un point vérifiant la commission derpier
ordre :

L (0. (). ) =0
L, (a0 (%), y) = 0.

a) Comment interpréter la fonctidf(-) ? cette fonction est obtenue en additionnant la fonaiont on
cherche I'extremum (disons f(.)), a laquelle onusgola contrainte imposée aux variableekx,
mutipliée par le mult. De Lagrange. Comme ici orsisge au poinfx.(y), X»(y)) ou cette contrainte est
vérifiée, ce second terme est nul, et donc F(gdeit a la a €x.(y), x(y)) , c’est-a-dire la valeur
extremum du programme (max ou min), pour y donné.

b) Donner sa dérivée en fonction de celles de ceég-Jlet desq(*), i = 1,2. Interpréter le résultat
obtenu.En dérivant, on obtient la somme de 3 termes, éex ggremiers comportantxll(kl(y), X2(Y), ¥)

et L)'( (x1(y), %2(¥), ¥), qui sont nuls par définition du point candidai(y), x.(y)). Il ne reste donc plus
2
que F(y)= L}'/(xl(y), Xo(y), y) : c’est le théoreme de I'enveloppe : pour obtenivdaiation de la

fonction extremum lorsque le paramétre y varisuifit de calculer la dérivée du Lagrangien par
rapport a ce paramétre, en I'évaluant au point ertum (xy), »(y)).
Exercice 2
La fonction de codt d’une entreprise est :
C(d,9) =qc + ¥q + 16/ - 9),
ol g, est la capacité de productionggdfa quantité produite.
1) Tracer assez précisément les courbes de codt deteouec(q.4), c(q,8) etc(q,12) (la quantité

produite ne peut dépasser la capacité de prodyicGonirbes croissantes ayant une asymptote verticale

2) Déterminer la capacité de productiggig) qui minimise le colt de I'entreprise pour n'imgoguelle
quantité produite. On dérive c(.) par rapport a.get on annule la dérivée. On trouvgexq + 4.
3) En déduire la fonction de co(t a long terepg-) définie par :
cur() = C(a, ()
La représenter sur le méme graphe que calkeé £n 1). Que constate-t-on ?
On trouve ¢r(q) = 39/2 + 8. Droite qui est tangente a chacurms dourbes tracées (enveloppe
inférieure).
4) Montrer que le colt marginal a long termeéggstl au colt marginal a court terme,
a condition que la capacité de productiahadaptée » (minimise le cot)
pour chaque quantité produitee colt marginal & long terme-¢(q) est ici égal a 3/2.
On aurait pu le trouver en appliquant le théoréned’'dnveloppe en dérivant (ici c’est q qui jouedée de
paramétre, le minimum étant cherche relativemeat@pacité de produciton) : on dérivédiq.) par
rapport a g, soit ¥2 + 16€. — qf puis on remplacepar sa valeur optimale : g #. On obtient, oh
miracle !, 3/2.

Exercice 3
SoitU(qy, g») l'utilité procurée a un consommateur par le padg ). On prend :



1/2 1/4

U(dw, d2) = as
On suppose que le revenu du consommatelﬁ,ées prix des biens étant égaux a 1.

1) Donner, en fonction dB, le choix §.(R), 0.(R)) du consommateur, aux prix donnés.
Classique Cobb douglas ;(®)= 2R/3,0,(R)= R/3
2) Déterminer sa fonction d'utilité indireck-), définie par :
V(R) = U((R), 0(R)) (= L(au(R). &(R))-
V(R) = (2R/3JHR/3M = 2Y4R/3).
Calculer sa dérivée.

3) Calculer le multiplicateur de Lagrange associélmicdu consommateur. Le comparer avec le résultat

obtenu en 2). L'interpréter.

En aqgppliquant le théoreme de I'enveloppe au progre du consommateur, en prenant R pour
parameétre, on obtient en dérivant le lagrangig(R) (le multiplicateur de Lagrange, obtenu en résolMant
pb du consommateur, dépend des valeurs des pashedoit MR) = A(R). Résultat général que je vous
laisse vérifier ici (on le détermine a partir dégdjalité Iq'l(ql(R), o(R), R) = 0,appliquée a la fonction
d’utilité donnée.

On peut remarquer qugR), appelé « utilité marginale de la monnaie » est anoept CARDINAL : si on
avait pris pour fonction d'utilité représentanttaéme relation de préférencga on auraitobtenu un
mutiplicateur 4R/81 : I'utilité marginale de la monnaie est croissa. Evidemment, les fonctions de
demande ne varient pas.
4) On suppose que le prix du bienpl, est quelconque. La fonction d'utilité indirest-) est maintenant

définie par :

W(R, p) =U(au(R, p), 62(R, p)) (= L((R, p), 6(R, p)))-

Montrer que la demandg(R, p) peut s’écrire a partir du rapport des dérivéegie
En raison du théoréme de I'enveloppe :
Wpl, (R! Q.) = Lpl’ (ql(Rr Q)! qZ(R! Q.)) = _}\‘(Rrpl) ql(R! Q)
Comme (cf. question précédente)g IR, p) = MR,p), le résultat demandé s’ensuita vérifier dans le cas
présent (avec la fonction d'utilité donné, les dedes étant 2R/3et R/3(puisquep, = 1).



