Ce dossier contient le corrigé de la fin du TD 5 et de deux interrogations écrites, à titre d’exercices.

                                                      Corrigé TD 5 (fin) 

Soit le processus défini par la relation :

(IV.1)                                  EQ \o (X;\s \up7 ( ())  = A X 

où

                   A = !Fin de formule inattendue .

1) Donner l’ensemble des équilibres du processus (IV.1).

Rép. Xe équilibre si et seulement si AXe = 0, donc si Xe appartient au noyau de A. Comme rang A = 3 (on vérifie immédiatement avec la méthode du pivot), ce noyau se réduit à 0, qui est donc le seul équilibre du processus.

2) Que peut-on dire sur la stabilité globale de ce processus ?

Rép. Comme trace de A = 0, toutes les valeurs propres ne peuvent être négatives : il n’y a pas stabilité globale.

3) Donner le sous-espace propre associé à la valeur propre ( = -2.

Rép. A – ( - 2I) = !Fin de formule inattendue étant de rang 1, elle a deux vecteurs propres linéairement indépendants, par exemple !Fin de formule inattendue et !Fin de formule inattendue, qui engendrent le sous-espace propre associé 

à – 2.

4) Quel est l’ensemble de stabilité de Xe = 0 ?

Rép. C’est donc {a!Fin de formule inattendue + b!Fin de formule inattendue, a ( IR, b ( IR}.

4) La solution X(t) de (IV.1) telle que :

                                           X(0) = !Fin de formule inattendue
converge-t-elle vers un équilibre ?

Rép. Pour qu’elle converge, il faut qu’elle appartienne à l’ensemble de stabilité de 0. Donc que :

!Fin de formule inattendue = a!Fin de formule inattendue + b!Fin de formule inattendue ait une solution. Or, ce n’est pas le cas. En effet, de la deuxième ligne on déduit a = - 1 ; en reportant dans la première ligne, on trouve b = 3, valeurs qui ne conviennent pas pour la troisième ligne. Donc !Fin de formule inattenduen’appartient pas à l’ensemble de stabilité de Xe = 0, et la solution issue de ce point ne converge donc pas.
5) Donner l’ensemble des valeurs propres de A.

Rép. Comme la trace de A est nulle, et comme – 2 est valeur propre double (on peut lui associer deux vecteurs propres linéairement indépendants), il s’ensuit que la valeur propre restante est 4.

6)Donner la solution générale du système considéré.

Rép.

                   X(t) =  ((1!Fin de formule inattendue + (2!Fin de formule inattendue)e-2t + (3!Fin de formule inattenduee 4t
INTERROGATION 1

I Donner la dérivée de la fonction g(() définie par la formule : 

                                                   g(x) = f(ln(h(x)),

en fonction des dérivées de f(() et de h(().

Réponse 

 g( (x) = f( (ln(h(x))((h( (x)/ h(x))

II  Soit la fonction h(() définie par la relation :

                                f(x², h(x)) = ex.

Sachant que h(0) = 0 et que les dérivées partielles de f(() sont toutes deux 

égales à 1 en (0,0), donner la valeur de h((0).

Réponse 

On dérive (par rapport à x, la seule variable ici) les deux membres de l’égalité f(x², h(x)) = ex de façon à « faire apparaître » la dérivée h( (x). Soit, en mettant les indices 1 et 2 puisque les variables de f ne sont pas précisées dans l’énoncé :

                                                    f(1(x², h(x))(2x + f(2(x², h(x))(h( (x) = ex.

En faisant x = 0, et en se servant des données de l’énoncé, on trouve :

                                                            h( (0) = 1.

III Soit le processus défini par la relation :

                                        Xt+1 =  \EQ \b(\a \co3\hs5(1; 1; – 2;0;0,4; 0;0;1; 0,6)) Xt .

a) Donner les équilibres associés à ce processus.

b) Donner l’ensemble de stabilité de Xe = 0.

Réponse

Avant tout calcul, on s’intéresse aux caractéristiques particulières de la matrice. On constate que 1 est valeur propre (colonne de 0 sauf terme sur la diagonale). On peut faire la même remarque à propos de la deuxième ligne : 0,4 est valeur propre (ligne de 0 sauf terme sur la diagonale). On déduit la 3ème valeur propre : 0,6 (critère de la trace). Toutes les valeurs propres étant inférieures ou égales à 1, en valeur absolue, on en déduit que le processus est globalement stable (il converge quelle que soit la condition initiale X0. On aurait pu aussi raisonner avec la sous-matrice :  \EQ \b(\a \co2(0,4; 0;1; 0,6)), qui est triangulaire et dont les valeurs propres sont donc données par sa diagonale.

Les équilibres définis par AXe = Xe sont donc des vecteurs propres de A pour la valeur propre 1. Comme la première colonne de A – I est formée de 0, on peut prendre comme vecteur propre !Fin de formule inattendue. Les équilibres du processus sont donc de la forme (!Fin de formule inattendue, avec ( ( IR.      

L’ensemble de stabilité de Xe = 0 est engendré par les vecteurs propres associés aux valeurs propres strictement inférieures, en module, à 1. Ici, à 0,4 et 0,6. Pour A – 0,6I = 
 \EQ \b(\a \co3\hs5(0,4; 1; – 2;0; – 0,2; 0;0;1; 0))  c’est immédiat : la première et la troisième colonne de cette matrice étant proportionnelles, dans le rapport 0,4/(–2), un vecteur propre associé est !Fin de formule inattendue. 

Pour A – 0,4I =  \EQ \b(\a \co3\hs5(0,6; 1; – 2;0;0; 0;0;1; 0,2)) , on se sert du fait qu’il y a un 0 sur la troisième ligne. En multipliant par 0,2 la deuxième colonne et par – 1 la troisième, on a une combinaison dont la somme est nulle, sur la troisième ligne. Quant au coefficient pour la première colonne, si on le note ( il doit être tel que : ((0,6 + 0,2(1 + (–1)( –2) = 0, donc tel que : ( =  –2,2/0,6 

= –11/3.

Un vecteur propre associé à 0,4 est donc : !Fin de formule inattendue.

L’ensemble de stabilité de Xe = 0 est donc : {a!Fin de formule inattendue + b!Fin de formule inattendue, a (IR, b (IR }..

                                                                    INTERROGATION 2
I. Donner la dérivée de la fonction f(() définie par la formule : 

                                                   f(t) = g(x²(t)),

en fonction des dérivées de g(() et de x(().

Réponse 

                                 f( (t) = g( (x²(t))(2x(t)(x( (t)

II  Soit la fonction h(() définie par la relation :

                                f(lnx, h(x)) = x².

Sachant que h(1) = 0 et que les dérivées partielles de f(() sont toutes deux 

égales à 2 en (0,0), donner la valeur de h((1).

Réponse

                         f(1(lnx, h(x))(1/x + f(2(lnx, h(x))(h( (x) = 2x.

En x = 1, compte tenu des données :

                                  2 + 2h( (1) = 2

et donc :

                                          h( (1) = 0.

III Soit le processus défini par la relation :

                                        Xt+1 =  \EQ \b(\a \co3\hs5(0,5;–1; –2;0; 1; 0; 0;–1; 0,8)) Xt .

a) Donner les équilibres associés à ce processus.

b) Donner l’ensemble de stabilité de Xe = 0.

Réponse

La situation est quasiment identique à celle de l’exercice III de l’interrogation 1 : 0,5 et 1 sont des valeurs propres « évidentes » (sur la diagonale, avec des 0 « autour »). Il s’ensuit – par le critère de la trace – que 0,8 l’est aussi. Le processus est donc globalement stable. L’ensemble de stabilité est le sous-espace vectoriel {(1P1 + (3P3}, où P1 et P3 sont des vecteurs propres associés aux valeurs propres 0,5 et 0,8, respectivement.
